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基于小波的 22D分形布朗运动分析与合成
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　　摘　要 :　1/ f 分形随机过程广泛地存在于各种自然现象和社会现象中 ,日益成为信号检测与估计、信号处理及

图像处理的研究热点.分形布朗运动是模拟此类信号的很好的数学模型.小波因其所具有的多尺度分析能力成为分析

分形信号的有力工具.本文分析了二维分形布朗运动经小波变换后各尺度间小波系数相关结构的特性 ,提出了一种合

成二维分形布朗运动的算法 ,并展示了其在和谐图案生成上的应用.
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Abstract :　The 1/ f family of fractal processes exists widely in various physical and social phenomena and is increasingly ap2
pealing to researcher on signal detection and estimation ,signal processing and image processing. Fractional Brownian motion is a con2
venient model for this kind of process. Wavelet transform is a useful tool to analyze fractal signal by its multi2resolution analysis capa2
bility. After analyzing the correlation structure of 22D fBm signal’s wavelet decomposition ,this paper proposed a method to synthesize

22D fBm and showed its application on producing harmonious patterns.
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1　引言

　　在自然地貌、股票市场的波动、心率及脑波的波动、电子

元器件中的噪声等 [1 ,2 ]大量的自然现象和社会现象中存在着

一类随机过程 ,它们具有如下特性 :在时域或空域上有自相似

性和长时相关性 ;在频域上 ,其功率谱密度在一定频率范围内

基本符合 1/ f
γ的多项式衰减规律.因此被称为 1/ f 族随机过

程.在为此类过程建模时 ,由于通常采用的 ARMA方法只适合

于相关结构按指数规律衰减的过程 ,其效果不好 [3 ] ,因此人们

不断地寻找各种模型来模拟此类随机过程.其中由Mandelbrot

和 Van Ness[4 ]提出的分形布朗运动 (fBm)模型是使用最广泛

的一种 ,它具有以下两个重要性质 :

·非平稳性 ;

·自相似性.

非平稳性是许多自然现象和社会现象的内在特性 ,但对

如何定义其功率谱密度有一定的困难 ;自相似性则意味着

fBm的任意一部分都是其它尺度上部分信号在统计意义上的

放大或缩小.因此 ,小波变换成为分析此类信号的有力工具.

文献[5 ,6 ]仅利用小波对一维 1/ f 信号进行了分析 ,而本文对

二维 fBm信号的二维正交小波展开式中各小波系数间关系进

行了探讨 ,进而提出了合成二维 fBm信号的新算法.

本文首先讨论了 1/ f 过程、二维 fBm定义和性质 ;然后利

用离散栅格上二维可分离小波变换分析了二维 fBm的小波展

开式中小波系数的相关结构及方差特性 ;最后利用小波方法

合成了二维 fBm信号并将其运用于和谐图案自动生成.

2　1/ f 过程和二维分形布朗运动的定义及性质

211　1/ f 过程

“1/ f 过程”通常是指在一定频率范围内具有如下形式的

功率谱密度的随机过程[7 ]

收稿日期 :2002204216 ;修回日期 :2002208223

基金项目 :国家自然科学基金 (No160072005) ;北京自然科学基金 (No13033013)

　
第 6期

2003年 6月
电　　子　　学　　报

ACTA ELECTRONICA SINICA
Vol . 31　No. 6

June　2003
　



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

Sx (ω)∝σ2
x/ |ω| 2 (1)

其中 0 <γ< 2.

　　假如此定义扩展到所有频率范围 ,则式 (1) 不可积 ,由平

稳随机过程理论可知 ,式 (1) 不是有意义的功率谱密度.因此

有大量的论文试图从非平稳随机过程和谱的推广定义上去解

释它[5～9 ] .其中文献[5 ]针对 fBm分别从时间2频率角度和时
间2尺度角度引入了 Wigner2Ville谱和尺度平均谱.而文献 [7 ]

则将 1/ f 过程定义为 :一个零均值的统计自相似随机过程

x ( t) ,如果满足以下条件 ,则为 1/ f 过程.设有理想带通滤波

器

H(ω) =
1 ,

0 ,
　
ω0 < |ω| ≤ω1

otherwise
(2)

当 x ( t)经 H(ω)滤波后所得输出 y ( t)为广义平稳、有限

方差的随机过程.

此定义避免了ω= 0和ω= ∞的情况 ,并且对带通滤波

器的要求很宽松 ,只要ω→0和ω→∞时 , H (ω) →0即可.文

献[7 ]证明 :谱特性为 Sx (ω)∝σ2
x/ |ω| γ的 1/ f 过程 x ( t)经上

述带通滤波器滤波后将能产生广义平稳的随机过程 y ( t) ,其

功率谱密度为 :

Sy (ω) =
σ2

x/ |ω| γ ,

0 ,
　
ω0 < |ω| <ω1

otherwise
(3)

其中γ= 2 H + 1 , H为自相似指数.而且在 0 < H < 1时 ,

分形布朗运动及相应的分形高斯噪声符合上述定义的 1/ f 过

程.

212　二维 f Bm的定义及性质 :

二维分形布朗运动可由一维直接推广得到.令 B ( �u)为

二维 fBm , �u 表示某一点的位置向量 ( ux , uy) ,则

B H ( �u) = B H ( ux , uy) =
1

Γ( H + 1/ 2)

　[∫
B ( �τ)

( | �u - �τ| H - 1/ 2 - | �τ| H - 1/ 2) dB ( �τ)

　+∫
B ( �τ)

| �u - �τ| H - 1/ 2 dB ( �τ) ]

=
1

Γ( H + 1/ 2)
{∫

0

- ∞
∫

0

- ∞

[ ( ( ux - x) 2 + ( uy - y) 2) H - 1/ 2

　- ( x2 + y2 ) H - 1/ 2 ] w ( x , y) dxdy

+∫
u
x

0
∫

u
y

0

[ ( ( ux - x) 2 + ( uy - y) 2 ) H - 1/ 2) w ( x , y) dxdy}

(4)

可以得到其相关函数为 :

　　RB
H

( �u , �v) = E[ B H ( �u) B H ( �v) ]

= C·( | �u | 2 H + | �v| 2 H - | �u - �v| 2 H) (5)

其中 H为 Hurst指数 , C为 H的函数 , w ( x , y)为二维高

斯白噪.

不难推得二维 fBm过程具有如下性质 :

·二维 fBm是非平稳随机过程 ;

·增量是ΔB H ( �u) = B H ( �u - Δ�u ) - B H ( �u )一个平稳的零

均值高斯过程 ;

·增量的ΔB H ( �u )方差仅仅依赖于距离Δ�u = u2
x + u2

y ,

因此

E[ |ΔB ( �u) | 2 ] = 2 C(Δ�u) H

·二维 fBm的 Wigner2Ville 平均功率谱密度具有如下形

式 :

�S ( �ω) =
C2

| �ω| γ
=

C2

( ω2
x +ω2

y

2 H + 2
)

(6)

其中 1 < H < - 1/ 4 ,即 0 <γ< 3/ 2.其中 C2 为与 H有关

的常数.因此二维 fBm经理想带通滤波器

H(ω1 ,ω2) =
1 ,ωL

1
< |ω1| <ωH

1
,ωL

2
< |ω2| <ωH

2

0 , 　　　　　　　otherwise

滤波后为广义平稳的 1/ f 随机过程.其功率谱密度为 :

S (ω1 ,ω2) =

C2

( ω2
x +ω2

y )γ
, 　ωL

1
< |ωx| <ωH

1

C2

( ω2
x +ω2

y )γ
, 　ωL2

< |ωy| <ωH2

　　　0　, 　　　　otherwise

(7)

3　二维 f Bm的小波分析

　　小波变换已日益成为图像处理、信号检测与估计的有力

工具 ,其基本理论在文献[10～12 ]中有详尽论述.在此主要利

用二维小波变换的基本理论分析 22D fBm.

设有二维 fBm信号 X ( ux , uy) , ux 与 uy 分别为横坐标与

纵坐标 ;Ψ( ux , uy)代表二维基本小波 ,则其离散栅格上的二

维小波变换为 :

Ψj , �η = | A0| - j　Ψ[ A - j
0 　�u - �n ] (8)

WTx ( j , �n) =〈X ( �u ,Ψj , �n �u)〉= | A0|
- j∫X ( �u)Ψ[ A - j

0 �u - �n ] d�u

(9)

Ψj , �n ( �u)为基本小波的伸缩与移位变换 ,其变换尺度为 j ,位

移为 �n ; WTx ( j , �n)为 X ( ux , uy)小波变换 ,其尺度为 j ,位移为

�n .其中 A0为有旋转能力的尺度因子 , A0 =
a11 a12

a21 a22
, A - j

0 =

a ( j)
11 a ( j)

12

a ( j)
21 a ( j)

22

.

不同的 A0对应不同的采样方式 ,通常采用的是可分离

采样 ,即先沿 x1方向作二抽取再沿 x2方向作二抽取 (也可以

颠倒次序) ,对应的 A0 =
2 0

0 2
.

根据多分辨率分析理论 ,对于可分离情况 ,二维小波函数

及尺度函数满足如下特性 :

<( ux , uy) = <( ux) <( uy)

Ψ1 ( ux , uy) = <( ux)Ψ( uy)

Ψ2 ( ux , uy) =Ψ( ux) <( uy)

Ψ3 ( ux , uy) =Ψ( ux)Ψ( uy)

其中Ψ(·)和 <(·)分别是相应的一维小波函数和尺度函

数.
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如果定义

Ψi , k
m , n ( ux , uy) = 2 k/ 2Ψi (2 kux - m ,2 kuy - n)

其中 i = 1 ,2 ,3.则

　X ( ux , uy) = ∑
k
∑
m , n

dk
m , n [Ψ1 , k

m , n ( ux , uy)

+Ψ2 , k
m , n ( ux , uy) +Ψ3 , k

m , n ( ux , uy) ]

其在二维离散栅格上的小波分解结构中第 K级平滑逼近为 :

　　XK ( ux , uy) = ∑
k > K
∑
m , n

dk
m , n [Ψ1 , k

m , n ( ux , uy)

+Ψ2 , k
m , n ( ux , uy) +Ψ3 , k

m , n ( ux , uy) ] (10)

其中 dk
m , n为第 k级小波分解的小波系数序列.

设小波函数 Ψ( �ω)为Ψ( �x)的傅立叶变换 ,则

　　Ψj , �n ( �ω) =∫�x | A0| - jΨ[ A - j
0 �x - �n ] e - jωxd�x

=
A2 j

0

| A0| jΨ( �ω·Aj
0)·e - j�ωA

j
0
·�n (11)

则任意两个小波变换系数 dk
�m、d

l
�n间的相关值为 :

E[ dk
�m , dl

�n ] = E[∫f ( �x)·Ψk , �m ( �x) d�x·∫f ( �y)·Ψl , �n ( �y) d�y ]

=∫∫Ψk , �m ( �x)·Ψl , �n ( �y)·E[ f ( �x)·f ( �y) ] d�xd�y (12)

由于 f ( x1 , x2)为广义平稳随机过程 ,因此上式

　　　=∫∫Ψk , �m ( �x)·Ψl , �n ( �y)·Rf ( �x - �y) d�xd�y

=∫Ψk , �m ( �x)·[ Rf ( �x) 3Ψl , �n ( �x) ] d�x

其中 Rf ( �x)为 f ( x1 , x2)的自相关函数.又由 Parcival 定理 ,上

式可记做 :

E[ dk
�m , dl

�n ] =
1

4π2∫
A2 ( k + 1)

0

| A0| k + 1·Ψk , �m ( �ω·Ak
0)·e - j�ω·Ak

0
·�m

·Ψ3
l , �n ( �ω·Al

0)·e - j�ω·Al
0
·�n·

C2

‖�ω‖γ
d�ω (13)

其中‖·‖表示取向量的范数 .由此引申可得以下特性 :

(1) dk
�m的均值为零.

(2)当 k = l , m = n时 ,上式化为

E[ dk
�m , dl

�n ] = var[ dk
�m ] =

1
4π2

A2 k
0

| A0|
2 k∫
∞

- ∞

|Ψ( �ω) | 2 C2

‖�ω·A - k
0 ‖
γd�ω

(14)

即为 dk
�m的方差.

(3)在同一尺度 ( k = l)下 ,相关函数是 ( �m - �n )的函数.

可见在固定尺度下 dk
�m是广义平稳的随机序列.

E[ dk
�m , dl

�n ] =
1

4π2∫
∞

- ∞

A4 k
0

| A0| 2 kΨk , �m ( �ω·Ak
0)·ej�ω·Ak

0
·�m

　·Ψ3
k , �n ( �ω·Ak

0)·ej�ω·Ak
0
·�n·d

C2

‖�ω‖γ
d�ω

=
1

4π2

A2 k
0

| A0| 2 k∫
∞

- ∞

| Ψk , �m ( �m·Ak
0) | 2

　·
C2

| �ω| γ
·e - j�ω·Ak

0
·( �m - �n) d�ω (15)

(4)对于满足γ≤2 R的基本小波 ,方差才是有限值 ,同一

尺度下的自相关系数随 ( �m - �n )增大而衰减 ,其衰减量级为

( �m - �n) - 2 R - γ.因此可以认为小波变换对 fBm信号有去相关

作用.当 R 足够大时 ,可以认为同一尺度下的各小波系数是

不相关的.

4　22D FBM的小波合成及其在和谐图案自动生成

中的应用

　　从上述对二维 fBm的分析中看出 ,可以利用小波来合成

二维 fBm信号.考虑二维可分离情况 ,即选择 A0 =
2 0

0 2
,

则式 (14)化为 :

var[ dk
�m ] =σ2·2 - k (2 - γ) (16)

其中σ2 =
1

4π2∫
∞

- ∞

| Ψ( �ω) | 2 C2

‖�ω‖γ
d�ω

再根据二维 fBm小波变换系数的特性可知 ,选择正规性

R满足γ≤2 R的双正交小波Ψ ( u) ,与零均值且方差满足式

(16)的高斯平稳白噪声作为 dk
m , n ,构造二维重建滤波器组 ,即

可合成出Wigner2Ville谱近似为 1/ | �ω| γ的二维 1/ f 信号.

根据 1/ f 理论 ,可以利用二维 1/ f 信号的数据自动生成

给人以和谐感的图案.图 1即为利用本文所产生的二维 1/ f

信号数据自动生成的和谐图案.

图 1　二维 fBm信号数据生成的和谐图案

5　结论

　　小波理论已经被证明对于一维长相关随机过程的分析和

合成是非常理想的工具.本文展示了小波理论在二维情况下

同样有效.从分析的观点看 ,二维 fBm的小波变换仍然保留了

原始信号的自相似特性.因此小波变换成为具有分形特征图

像的分形维估计、图像分割及边缘检测等有力的工具.

本文根据一维 fBm及其 Wigner2Ville 谱向二维 fBm进行

了推广 ,分析了二维 fBm的小波分解系数的相关特性.根据此

特性 ,构造了二维可分离多分辨率滤波器组 ,合成出二维 fBm

仿真信号 ,并将此信号应用于和谐图案的自动生成 ,首次从分

形的角度对情感信号进行分析与合成.
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